Hipoteza Jakobianowa oraz rozszerzenia mocno
normailne ciat rézniczkowych

Zbigniew Hajto

Wydziat Matematyki i Informatyki
Uniwersytet Jagiellonski

29 X12018



Twierdzene L.A. Campbella (Math. Ann. 1973)

C - ciato algebraicznie domknigete charakterystyki zerowej,
F=(F,...,Fn): C" — C" - odwzorowanie wielomianowe,
Fi e C[X1,...,Xn],

JF = [%]1§,’7an - macierz Jacobiego odwzorowania F.

Twierdzenie 1

Odwzorowanie wielomianowe F jest wielomianowo odwracalne
wtedy i tylko wtedy, gdy det(Jr) = const # 0 oraz rozszerzenie
ciat funkcyjnych C(Fy, ..., Fy) C C(x1,...,Xn) jest
rozszerzeniem Galois.

Arno van den Essen w swojej monografii Polynomial
Automorphisms and the Jacobian Conjecture (Birkhaduser 2000)
udowodnit Twierdzenie Campbella przy zatozeniu char(C) = 0.



Redukcja do stopnia 3

[§ H.Bass, E. Connell, D. Wright, The Jacobian Conjecture:
Reduction of Degree and Formal Expansion of the Inverse,
Bulletin of the American Mathematical Society 7 (1982),
287-330.

Hipoteze Jakobianowg wystarczy udowodni¢ przy
nastepujgcych zatozeniach:

n>2 oraz F=(x1+Hq,...,xXn+ Hp),

gdzie H; = 0 lub H; jest wielomianem jednorodnym stopnia 3.



Rozszerzenia Picarda-Vessiota

(K, Ak) - ciato rézniczkowe czgstkowe,
Ax ={01,...,0m} - rodzina komutujacych derywaciji,
Cr. = i, ker(9;) - algebraicznie domknigte ciato statych,



Rozszerzenia Picarda-Vessiota

(K, Ak) - ciato rézniczkowe czgstkowe,
Ax ={01,...,0m} - rodzina komutujacych derywaciji,
Cr. = i, ker(9;) - algebraicznie domknigte ciato statych,

oY =AY,i=1,...,m, A € Myn(K) system liniowy w formie
macierzowej.
Dla rozszerzenia ciat czgstkowych K C £ definiujemy macierz

fundamentalng systemu liniowego:
y € GLy(L) taka, ze 0;y = Ajyfori=1,....,m.

Powyzszy system liniowy nazywamy catkowalnym, gdy posiada
macierz fundamentalna.



Rozszerzenia Picarda-Vessiota

Definicja 1
Rozszerzenie ciat r6zniczkowych (K, Ax) C (£, Ar) jest
rozszerzeniem Picarda-Vessiota, gdy istnieje catkowalny
system liniowy 9;Y = A;Y,i=1,....m.
Taki, ze:

m Cx = Cg,

m L =K({Yj}ij=t,..,n);
dla macierzy fundamentalnej y = {y;} € GLn(L).



Definicja E. Kolchin (1952)

[§ E. R. Kolchin, Picard-Vessiot theory of partial differential
fields, Proceedings of the American Mathematical Society
3, 1952, pp. 596-603.



Definicja E. Kolchin (1952)

[§ E. R. Kolchin, Picard-Vessiot theory of partial differential
fields, Proceedings of the American Mathematical Society

3, 1952, pp. 596-603.

(K, Ax) - ciato rozniczkowe charakterystyki zerowej,
© - komutatywny monoid operatoréw rézniczkowych
generowanych elementami zbioru Ax

©(k) - podzbiér © operatorow rzedu co najwyzej k,
O1m ... O1mn

Wo,..0,(m1,--.,mn) = wronskian uogélniony.

9,7771 e 9,777,7




Definicja E. Kolchin (1952)

Definicja 2

Rozszerzenie ciat r6zniczkowych (K, Ax) C (£, Ar) jest
rozszerzeniem Picarda-Vessiota, gdy:

m Cx = Cp,
m Istniejg elementy 74, ...,n, € L liniowo niezalezne nad
ciatem statych takie, ze £ = K(n1,...,nn) oraz

W91 ..... 9,1(7]1a---77ln) cK (1)

v91779n€@(n) Wa01 ..... eon(’]’“,..-,nn)

dla pewnych ustalonych 61, . . ., 6, takich, ze
,,,,, 90,1(771 gooo 7””) 7é O



Definicja E. Kolchin (1952)

Definicja 2

Rozszerzenie ciat r6zniczkowych (K, Ax) C (£, Ar) jest
rozszerzeniem Picarda-Vessiota, gdy:

m Cx = Cp,
m Istniejg elementy 74, ...,n, € L liniowo niezalezne nad
ciatem statych takie, ze £ = K(n1,...,nn) oraz

- W, 00(m1,- - 1)
V01,...,0h€0©(n): Wi, o (o o) ek, (1)

dla pewnych ustalonych 61, . . ., 6, takich, ze
W901,n.,90n(771 9 c . 777”) # O

Definicja 1 i Definicja 2 sa rownowazne.



[§ T. Crespo, Z. Hajto, Picard-Vessiot theory and the Jacobian
problem, 1srael Journal of Mathematics 186, 2011, pp.
401-406.



Derywacje Nambu

Dla rozszerzenia ciat funkcyjnych C(Fy, ..., Fp) C C(X1,...,Xn)

definiujemy derywacje Nambu:

oF; oF,
8)(1 e 8Xn

o OF_4 OF_4

(51 T OXq 1 ax e oxn
=Ue) | ) =g e o aa

) 0 9Fj+1 9F;11
n OXn 0X4 e OXn
9Fn OFn

0Xq e OXn




Derywacje Nambu

Dla rozszerzenia ciat funkcyjnych C(Fy, ..., Fp) C C(X1,...,Xn)

definiujemy derywacje Nambu:

OFy oFy

8)(1 e 8Xn

o OF -4 OF -y

(51 T OXq 1 ax e 8()9(n
) 0 9Fj+1 9F;11
n OXn 0X4 e OXn
OFn OFn
0Xq e OXn

. . . 51X1 (51Xn
0 if i#j _
5j,:':{1 if i=j (JF)1{ ]

5nX1 . e (5an



Rézniczkowa wersja Twierdzenia Campbella

Twierdzenie 2 (C-H, 2011)

Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki zerowej oraz
F = (F1,...,Fn) : K" — K" odwzorowaniem wielomianowym takim, ze
J = det(Jr) € K\ {0}. Nastepujace cztery warunki sg réownowazne:
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Rézniczkowa wersja Twierdzenia Campbella

Twierdzenie 2 (C-H, 2011)

Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki zerowej oraz
F = (F1,...,Fn) : K" — K" odwzorowaniem wielomianowym takim, ze
J = det(Jr) € K\ {0}. Nastepujace cztery warunki sg réownowazne:

m Odwzorowanie F jest automorfizmem wielomianowym.

m Ciato rézniczkowe (K(Xq, ..., Xn), {01, ..., 0n})jest rozszrerzeniem
Picarda-Vessiot ciata K.
m Skonczone rozszerzenie ciat K(Fy, ..., Fn) C K(x1, ..., Xn)jest rozszerzeniem
Galois.
m Elementy Xy, ..., X, spetniajg warunek W;s, . s5.(xq,...,Xn) # 0 oraz
W, .....00(X1, - - -, Xn)
ot € K(Fy,...,Fn)
Ws,,....50(X15 - -, Xn) "
dla dowolnie wybranych n operatoréw 64, . ..,0, € ©(n+ 1), z monoidu ©

generowanego przez éy, . . ., on.



Rézniczkowa wersja Twierdzenia Campbella

Biorac pod uwage Definicje 1 mozemy udowodni¢ nastepujace
twierdzenie

Niech K i F beda jak w Twierdzeniu 2. Wéwczas ponizsze warunki sg rbwnowazne:

1) F jest automorfizmem wielomianowym.

2) Macierz
1 X1 ... Xp
0 61X ... 01Xn
W= . .
0 dnxy ... dnXn

jest macierza fundamentalng nastepujacego systemu catkowalnego

5kY=AkY, k:O,...,n,
gdzie 6y = id oraz Ak € M(n+1)><(n+1)(K(F1,. cog Fn))



Rézniczkowa wersja Twierdzenia Campbella

Twierdzenie 3 zadaje efektywng procedure sprawdzajgcg czy F
jest wielomianowym automorfizmem. Przyjmijmy, ze

det(Jg) = 1. Wowczas wystarczy sprawdzic, ze

Ak = 5kW . W_1 € M(n+1)><(n_|_1)(K(F1 sy Fn))

Oznaczajac Ax = [af.j‘-] z elementarnej algebry liniowej
otrzymujemy: a% = 0 and for j > 1

01X 61X .

) 0j—1X1 dj_1Xo ... 0j_1Xp 0 ; k#j
ay =| okXx1 OkXe ... OkXn |= { 1 t k= |
5j+1X1 5j+1X2 . (Sj+1xn ’

(SnX1 6nX2 e (San



Rézniczkowa wersja Twierdzenia Campbella

Fori,j> 1
(51 Xq 51 Xo e 51 Xn
) 0j—1X1 0j_1X2 ... dj_1Xn
aj = | ok0iX1 OkdiXe ... Ok0iXp
5j+1 Xq 5j+1 X2 ... 5j+1 Xn
(SnX-I (SnXQ N (5an




Rézniczkowa wersja Twierdzenia Campbella

Fori,j> 1
(51 Xq 51 Xo e 51 Xn
) 0j—1X1 0j_1X2 ... dj_1Xn
aj = | ok0iX1 OkdiXe ... Ok0iXp
5j+1 Xq 5j+1 X2 ... 5j+1 Xn
6I7X1 (SnXQ N (5an

Rozwazyli$my n(n + 1)? wyznacznikéw. Ponadto odrzucajac
wyznaczniki, ktére sg statymi oraz biorgc pod uwage symetrie
wynikajgce z przemiennosci rézniczkowan pozostaje sprawdzi¢
En2(n + 1) — nwronskianéw. Zatem dla n = 2 musimy
sprawdzi¢ przynalezno$¢ do ciata bazowego 4 wronskianéw.



Warunek wystarczajacy na wielomianowa

odwracalnos¢

Rozwazamy odwzorowanie wielomianowe F : K" — K". Niech bedzie dany
wielomian P(Xi, ..., Xn) € K[X] = K[Xi, ..., Xz, definiujemy dla P ciag

rekurencyjny:
Po(X1,...,.X2) = P(Xi,...,Xn),
Pi(Xi,....X0) = Po(Fi,...,Fn) — Po(X1,..., Xn),
Pe(Xi,.... %) = Pe1(Fr,...,Fn) — Pt (Xa, .o, Xn).

Dla catkowitego i dodatniego m, zachodzi:

m—1

P(Xi,....Xn) = (=) Pi(F1,....Fa) + (=1)"Pu( X1, ..., Xn).

1=0
W szczegélnosci jezeli dla pewnego m, Pn(Xi, ..., Xs) = 0, to wéwczas

m—1
P(Xi,...,X0) =Y (=1)'Pi(Fy,..., Fy).
1=0



Warunek wystarczajacy na wielomianowa
odwracalnos¢

Whiosek

Niech F : K" — K" bedzie odwzorowaniem wielomianowym. Rozwazmy ciag
wielomianéw (P.) powstatych z P = X, i = 1,..., n. Przypuécmy, ze dla
i=1,...,n,istnieje liczba naturalna m; taka, ze P,’}U = 0. Wéwczas
odwzorowanie odwrotne G dla F zadane jest nastepujaco:

mj—1
Gi(Y1,Ye,...,Ya) =D (=1)Pi(Y4, Yo,...,Ya), 1 <i <.

1=0

Warunek P}',,,. =0, dlapewnego m;, i =1,...,n, jest jedynie warunkiem
wystarczajagcym na odwracalnos¢ F. Mozna to zauwazy¢ na nastepujgcym
przyktadzie.



Warunek wystarczajacy na wielomianowa

odwracalnosc¢

Niech p := Xi X5 + X2 X4, definiujemy F nastepujgco

F = Xi+pXs
F2 = X2 — ng
F = X+ X¢
F, = X4

Rozpatrujemy F jako wielomianowy automorfizm K*, gdzie K jest ciatem
charakterystyki zerowej.

Sprawdzamy P{ = 0 oraz P§ = 0. Jednakze P, i P? sg niezerowe dla
dowolnego j. Aby sprawdzi¢, ze P,-1 # 0, wystarczy indukcyjnie sprawdzié, ze
jednorodny sktadnik najnizszego stopnia Q,-‘1 dla P,—1 ma nastepujaca postac
zalezna od parzystosci indeksu j, dla j > 2.

Qi = X
O;k+1,1 = X1X3kaJr1 +X2ka+2



Warunek rownowazny odwracalnosci

Twierdzenie

Niech F : K" — K" bedzie odwzorowaniem wielomianowym postaci F = X + H, gdzie
Hi(Xi, ..., Xn) jest wielomianem zmiennych Xi, ..., X, stopnia D; oraz rzedu
zerowania dj, przy czym d; > 2,dlai = 1,..., n. Ponadto niech

d = min d;, D = max D;. Nastepujace trzy warunki sg rownowazne:

1) F jest wielomianowo odwracalne.

2) Dlai=1,...,nikazdego m > 2 *d + 1, zachodzi:
m—1 .
D (=1YPIX) = Gi(X) + Rip(X).
j=0

gdzie G;j(X) jest wielomianem stopnia < D"~', niezaleznie od m, oraz Ri,(X) jest
wielomianem spetniajacym Ri,(F) = (—1)™ Pi.(X) (z rzedem zerowania
> Dn—1)

3) Warunek 2) dla m = LD —d +1) +1.




Warunek rownowazny odwracalnosci

Whiosek

Przy zatozeniach poprzedniego twierdzenia odwzorowanie
wielomianowe G odwrotne do F jest zadane nastepujaco:

S

Gi(Y1....,Ya)=> (-1)P(V1,.... V), i=1,....n,

-
Il
o

gdzie 15/ jest suma sktadnikéw jednorodnych wielomianu P]’
stopnia < D" ' oraz m= 2279 + 1] + 1.




Rozszerzenia mocno normalne
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Rozszerzenia mocno normalne

(K, Ak) - ciato rézniczkowe czgstkowe,
C = Cx =L, ker(9;) - algebraicznie domkniete ciato statych.
Niech K C £ bedzie rozszerzeniem ciat rézniczkowych
skonczenie r6zniczkowo generowanym nad K. Definiujemy
A-izomorfizm ciata £ nad K jako A-izomorfizmo : L — Mw
pewne rozniczkowe rozszerzenie M ciata £ taki, ze o|x = id.
Wowczas mozemy utworzy¢ ztozenie ciat Lo £ bedace
podciatem ciata M.
Oznaczamy C(o) ciato statych ciata Lo £ oraz D, ciato statych
ciata M. Oczywiscie C(c) C D,.
Mowimy, ze A-izomorfizm o jest mocny,gdy:

| U|CL = id,

B LoL =LC(0) =0LC(0).



Rozszerzenia mocno normalne

Rozszerzenie ciat rozniczkowych K C £ nazywamy mocno
normalnym, gdy jest r6zniczkowo skonczenie generowane nad
KC oraz kazdy A-izomorfizm ciata £ nad K jest mocny.

Twierdzenie (Kryterium Kovacica)

Niech K C L bedzie rozszerzeniem, ktére jest r6zniczkowo
skonczenie generowane nad K oraz zachodzi, ze C, = Cx.
Zatézmy ponadto, ze kazdy A-izomorfizm ciata £ nad K spetnia
warunek oL C LD,, gdzie D, jest ciatem statych. Wowczas

K C L jest rozszerzeniem mocno normalnym.

Dowdd: Proposition 12.5 w pracy

[ J.J. Kovacic, The differential Galois theory of strongly
normal extensions, T.A.M. Soc. 355 (2003), 4475-4522.



Rozszerzenia mocno normalne

Oznaczmy R = C[Xj,...,Xp] oraz K = C(Xj, ..., Xn). Niech E
bedzie pierscieniem statych pierscienia (K @¢ R, {01, ...,0n}),
gdzie {01, ..., dn} sa naturalnymi rozszerzeniami derywac;ji

{41, ...,0n} nailoczyn tensorowy. Definiujemy rézniczkowy
homomomorfizm:

p:KecE—K®cR, ¢axd)=(ax1)d.
Pokazemy, ze ¢ jest monomorfizmem w oparciu o nastepujacy:

Lemat
Odwzorowanie

h:E—K®cE, h(d)=1&d,
indukuje bijekcje migdzy zbiorem Z(E) ideatéw pierscienia E

oraz zbiorem Z(K ®¢ E) rézniczkowych ideatéw pierscienia
K ®c E.



Rozszerzenia mocno normalne

Dowéd lematu, niech:

¢:Z(E) > I(K®c E), ®(a)=K®¢a,
oraz
V:Z(K®c E) - Z(E), V(b)={de E|1®decb}.
1. Najpierw dowodzimy, ze
V(P(a)) =V (K®a)=a,V(K®a) D ajest oczywiste. Wezmy
baze A C-przestrzeni wektorowej a i rozszerzmy do bazy M

C-przestrzeni E. Wtedy 1 ® M jest bazg K-przestrzeni K ¢ E.
Wezmy d € ¥(®(a)), wéwczas 1 ® d € K ®¢ a, zatem

1®d:ZrA®>\, neK
NeA

orazd =3 cyCuts Cu€C,stad1®d =73 y1®cuu
Zatemc, =0dlap e M\ Airy,=cy, czylid e a.



Rozszerzenia mocno normalne

2. Pokazemy: ®(W(b)) = K ® ¥(b) = b. Zawieranie
K @ W(b) C b jest oczywiste. Gdyby b\ K @ W(b) # &, to
bierzemy baze A dla ¥ (b) nad C i rozszerzamy do bazy M
C-przestrzeni E. Bierzemy a € b\ K @ V(b), ktérego
reprezentacija

a=>» nop reck

neM

ma najmniejszg ilos¢ sktadnikéw niezerowych. b jest ideatem
rézniczkowym, wigc dla derywacji § mamy
6a=>,em0rn @ p < b. Poniewaz a # 0, wezmy o takie, ze
i, # 0.

K@W(b) 3 dryga—ruda=0r,( > rnop) —ry( Y oo =
neM neM

= > (Oruhu—udr) @p= > (8lulu — ludr) @ .
REM,upo HEN, uFpo



Rozszerzenia mocno normalne

Ostatnia rowno$¢ zachodzi bo ér,,,r,, — r,,6r, = 0dla € M\ A,
ze wzgledu na wybor a, wiec 6(%) =0dlaue M\ A. Czyli r;—“o
jest statg w K. Zatem istnieje ¢, € C takie, ze r, = c,r,, dla
we M\ A. Stad

a= Y Culy®@p+ Y rLepu
neM\A HEN

Poniewaz }° . \r.®p€ K@ W(b) C b, to
b3 Z Culo @ b= (f ® 1) (1 ® Z Cukt)-
neM\A neM\A

K jest ciatem, zatem 1 ® dy € b, dla dy = ZueM\A Cupt- Stad
dy € W(b) oraz (r,, ® 1)(1 ® dp) € K ® V(b). Mamy wiec
sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze a€ b\ K@ V(b) O



Rozszerzenia mocno normalne

Twierdzenie

Odwzorowanie
¢o:K®cE— K®¢c R, ¢(a®d):(a®1)d
jest monomorfizmem.

Dowdd. Oznaczmy b = ker ¢. Z lematu mamy b = K ® ¢, gdzie
¢ € Z(E). Biorac c € ¢, otrzymujemy

0O=¢p(1®c)=(1®1)c=c.

Stadc=0ib~ K (0).
O



Rozszerzenia mocno normalne versus (JC)

Rozwazamy odwzorowanie ¢ : K ®¢c E — K ®¢ R oraz
rozszerzenie C C (C(X1,...,Xn),{01,...,0n}) -

Twierdzenie

Niech C, K, R oraz ¢ bedg jak wyzej. Jezeli odwzorowanie ¢
jest izomorfizmem, to C C K jest rozszerzeniem mocno
normalnym.

Dowdd. Rozszerzenie C C K = C(Xj, ..., Xn) jest skonczenie
rézniczkowo generowane. Sprawdzamy zatozenia Kryterium
Kovacica, tzn. oK C KD,,. Niech o bedzie dowolnym
A-izomorfizmem K nad C (zatézmy, ze 0 : K — M, gdzie M jest
dowolnym rozszerzeniem rozniczkowym ciata K). Definiujemy
7 : K ®c R — M na generatorach: 5(a® b) = ao(b).
Oznaczmy ¢» =7 o ¢. Wtedy ¢ : K ®c E — M. Zauwazmy, ze
Y(K®1) C K. Bowiem dla a € K mamy:



Rozszerzenia mocno normalne versus (JC)

Yawl)=coglavl)=c(aw1)=a

Poniewaz elementy E sg statymi, to v(1 ® E) C D,, gdzie D,
jest ciatem statych, czyli

Y(K®cE) =4 ((K®1)(1 @ E)) C KD,.

Mamy zatem nastepujgcy diagram komutatywny

K®CE$K®CF”

KD,

z ktérego wynika, ze cK C KD,. Zatem Kryterium Kovacica
implikuje, ze C C (C(X1,...,Xm), {61,...,6n}) jest
rozszerzeniem mocno normalnym O



Rozszerzenia mocno normalne versus (JC)

Z ostatniego twierdzenia wynika nastepujacy

Whiosek

Jezeli rozwazymy rézniczkowe ciato posrednie

k = C(F,...,Fn), torozszerzenie k C K jest takze mocno
normalne. Poniewaz jest to réwniez rozszerzenie algebraiczne,
wiec jest rozszerzeniem Picarda-Vessiota.



